En los Ejercicios 11-22, indique qué simetria (si es que
existe alguna) tiene la grafica de f(x). En particular jes f
par o impar?

. fH=x+1 12 f(x =x+x
X 1
15 f( o & 16. f( o ol
x—2 x+4
17. f(0 = ¥ —6x 18 f(W=x—2
18, (0 = |¥| 20. () =|x+ 1]
2. f()=/2x 2 f()=(x—1)°
Dibuje las gréficas de las funciones de los Ejercicios 23-38.
28 () =—¥ 24 f(N=1—4%
25 f()=(x—1)° 28 (N =(x—1%+1
2. fH=1—-2 28 f(x) =(x+2)°
2. f(0=x+1 80 F()=/x+1
3. fH=—|A 2 MH=4-1
8 W) =|x—2 M fH=1+|x—2
1
5. f{A’]=? 36 f(X)=TX
X
5 gl sl _l—x

En los Ejercicios 39-46, f indica una funcién con dominio
[0, 2] y rango [0, 1] cuya gréfica se muestra en la Figura
P.55. Dibuje la gréfica de las funciones indicadas y
especifique sus dominios y sus rangos.

. )+ 2 0. f(x) —
4. f(ix+2) 2 f(x—1)
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.8 —fx M f(—x
45 (4 —x) M 1-f(1—-x
y
(1, 1)
y= flx)
- X
2
Figura P.55

En muchas ocasiones es muy dificil determinar de forma
exacta el rango de una funcién. En los ejercicios 47-48,
utilice una calculadora o un ordenador para dibujar la
funcién £y, ampliando la grafica, determine el rango de f
con una exactitud de dos cifras decimales.

x+2
¥+ 2x+3

En los Ejercicios 49-52, dibuje mediante un ordenador o
calculadora las graficas de las funciones dadas. Examine las
graficas (ampliandolas o reduciéndolas si es necesario) y
busque las simetrfas. ;Respecto a qué rectas y/o puntos son
simétricas las gréaficas? Intente verificar sus conclusiones
agebraicamente,

x—1 et
= Av,
Y+x .

e
1]

0. fy)= 148 f(x)

M f)=x"—625+9¥—1 av)
3 — 2%+ ¥
B A=y &%
-1 2¥ + 3
8 f=-— B8 =w=-——"— &

58 ;Qué funcién f(x), definida en la rectareal R, es ala
vez par e impar?

Combinacién de funciones para crear otras nuevas

Las funciones se pueden combinar de diversas formas para crear otras nuevas. En esta seccién
examinaremos las combinaciones que se obtienen

(@) Mediante operaciones algebraicas: sumando, restando, multiplicando y dividiendo funciones.
(b) Mediante composicion: es decir, construyendo funciones de funciones.
(c) Agrupando funciones definidas en dominios diferentes.

Sumas, diferencias, productos, cocientes y multiplos

Como los nimeros, las funciones se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (excepto donde el
denominador valga cero), para producir nuevas funciones.
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DEFINICION 3

Sean fy g dos funciones. Para todo punto x perteneciente a los dominios de fy g las
funciones f+ g, f— g fgy f/gse definen mediante las férmulas

(F+ 20 =0 + gl¥
(f- 20 = fn - g
(@) = f(Hg

%)

(:9 (x = g[—xj donde g(x) #0

Un caso especial en la regla para multiplicar funciones es el de la multiplicacién de funcio-
nes por constantes. Si ¢ es un nimero real, entonces la funcién cf se define asi, para todos los
puntos x en el dominio de f:

(N = cfW
m La Figwa P.56(a) muestra la grafica de f( =¥, gy =x—1 y de su suma
(f+ @) = ¥ + x — 1. Obsérvese que la altura de la grafica de f+ g en cualquier punto es la suma de
las alturas de las graficas de £y g en dicho punto.

.
v=fx)

/ X x
y={(f+8)x)

(a)

Figura P56 (a) (F+ g@(0 = f(® + gx.
(b) glx) = (0.5) £(x).

La Figura P.56(b) muestra la grafica de f(x) =2 — ¥ y de su miltiplo g(x) = (0.5) f(x).
Notese que la altura de la grafica de gen cada punto es la mitad de la altura de la grafica de £

m Las funciones fy gse definen por las férmulas

f=Vx y g=J1-x

Obtenga las formulas para calcular los valores de 31, f+ g f—g fg. f/gy g/fen x, y especifique los
dominios de cada una de esas funciones.

Solucion La informacién se presenta en la Tabla 2.
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Tabla2 Combinaciones de fy gy sus dominios

Funcién Férmula Dominio
f ) = /x [0, o0)
g gx =/1—-x (— oo, 1]
3f BN =3x [0, =)

f+g (F+ 9@ =10+ g0 =/x+ /1 —x [0, 1]
f—g (F— 9= —gn=x—J/1—x [0, 1]
4 (D) =g = /x(1 — ) [0, 1]
flg £ [x
E(X)_ﬁ_ == [0, 1)
gt g, &89 [i—x
?(X) T ©, 1]

Nétese que la mayoria de las combinaciones de f y gtienen como dominio
[0, ) n(—o0, 1] = [0, 1]

es decir, la interseccién de los dominios de f y g Sin embargo, los dominios de los cocientes f/gy g/f
deben restringirse eliminando los puntos donde los denominadores valgan cero, n

Composicion de funciones

Existe otro método, denominado compesiciém, con el que se pueden combinar dos funciones pa-
ra formar una nueva funcién,

DEFINICION 4 Composicion de funciones
Sean fy gdos funciones. La funcién compuesta fog se define

fogly) = flgly)

El dominio de fo g estd formado por los niimeros x del dominio de g para los que los valo-
res g(x) pertenecen al dominio de £ En particular, si el rango de g estd incluido en el do-
minio de £ entonces el dominio de fog coincide con el dominio de g

Como se muestra en la Figura P.57, formar fo ges equivalente a encadenar las «méquinas de
funcién» fy gen una «cadena de montaje» de forma que la salida de g'sea la entrada de £

Para calcular fog(x) = f(g(x)) primero se calcula g(x) y después se aplica la funcién f al
resultado, La funcién g se denomina funcién interna y la funcién £ funcién externa de la com-
posicién. Por supuesto, se puede calcular también la composicién go f(x) = g( f(x)), donde fes
entonces la funcién interna, que se calcula primero, y gla funcién externa, que se calcula des-
pués. Las funciones fogy go f son en general bastante diferentes, como muestra el siguiente
ejemplo.
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Figura P.57 fog(x) = f{glx).

Elemplo FW Dadas f(x) = \/xy g(x) = x+ 1, calcule las cuatro funciones compuestas o g(x), go £(x),
x) y go glv), y especifique los dominios de cada una de ellas.

Solucién De nuevo, los resultados se recogen en una tabla.
Tabla & Composiciones de fy gy sus dominios

Funcidn Férmula Dominio
f ) = /x [0, co)
g g =x+1 R
fog fug{zj-f{g{x)]-f(x-l—l}=./.r+1 [—1, o)
gof go f(x) = g{\/.;) ﬁ+1 [0, o0)
fof Fo £(§) = £( £ =/ JSx=2" [0, c0)
gog goglx) = glg(x) g():+1 x+1) +1=x+2 R

Para ver, por ejemplo, por qué el dominio de foges [—1, oo), obsérvese que g{x) = x+ 1 estd definida
para todos los nimeros reales x, pero pertenece al dominio de fsélosi x+ 1> 0, es decir, si x> — 1,

IEEETI Do G = 1, caleule Go Gl y especifique su dominlo

Solucién Calculamos
1—x

= ) 2 T O e
1

T+x) 1=% T45%F=%
1+ x

Go G = GGW) = G(




.‘I
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Dado que la funcién resultante, x, est definida para todos los reales x, podemos estar tentados de pen-
sar que el dominio de G (7 estd formado por todos los reales. [Esto es incorrectol Para pertenecer al domi-
nio de Go G, x debe satisfacer dos condiciones:

(i) xdebe pertenecer al dominio de G.
(i) G(x) debe pertenecer al dominio de G.

Fl domino de G estd formado por todos los niimeros reales excepto x = —1, Si se excluye el punto
x=—1 del dominio de Go G, se cumplird la condicién (i), Obsérvese ahora que la ecuacién G{x) = —1 no
tiene solucién x, ya que es equivalente a 1 — x=—(1 + x), 0 1 = — 1. Por lo tanto, todos los nimeras G(x)
pertenecen al dominio de G, y la condicién (ii) se satisface sin ninguna restriccién sobre la x. El dominio
de GoGes (—oo, —1)uw (—1, o), es decir, todos las niimeros reales excepto — 1. -

Funciones definidas por tramos

Algunas veces es necesario definir una funcién utilizando diferentes férmulas en diferentes par-
tes de su dominio. Un ejemplo es la funcién valor absoluto

X si x=0
M_{—x si x<0

Presentaremos otros ejemplos a continuacion. Nétese el uso de puntos rellenos o vacios en las
gréficas para indicar, respectivamente, si los extremos pertenecen o no pertenecen a la parte co-
rrespondiente de la grafica.

SETGTALEE La fumcién de Heaviside. [.a funcién de Heaviside (o funcién escalén unidad, véase la
Figura P.58) se define como

1 s =0
H[X)_{O si ¥x<0

La funcién H(f) se puede utilizar, por ejemplo, para modelar el voltaje aplicado a un circuito eléctrico por
una baterfa de un voltio si el inferruptor del circuito se cierra en el instante =0,

Figura P.58 La funcién de Heaviside.

ST La funcién signe. La funcién signo (véase la Figura P.59) se define como

1 si x=0
—1 si x<0

X—
W indefinida s1 x=0

sgn (x) =
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El valor de sgn(x) indica si x es positivo o negativo, Como 0 no es positivo ni negativo, sgn (0) no esta
definido. La funcién signo es una funcién impar.

E

1¢

Figura P.59 La funcion signo,

Ejemplo 8 QERIEL

(x+1)2 si x<—1
fN={—x si —1gx<l

Jx—1 s x=1

esta definida en toda la recta real, pero sus valores estan definidos por férmulas diferentes en funci6n de la
posicién de x. Su gréfica se muestra en la Figura P.60(a).

(—1,-1)

(a) (b)
Figura P.60 Funciones definidas por tramos,

ST IRl Obtenga la férmula de la funcién que se muestra en la Figura P.80(b).

Solucion La gréfica esta formada por tres rectas. Para x < —1, la recta tiene pendiente —1 y ordenada
en el origen —2, Por tanto, su ecuacién es y= —(x+ 2), La seccién infermedia es la recta y = x para
—1 < x< 2 La seccidn de la derecha es la recta y= 2 para x > 2. Combinando estas férmulas, podemas
escribir

—(x+2) st x< -1
g ={x si —1<gx<g2
2 si x>2

A diferencia del ejemplo anterior, aqui no importa cudl de las posibles férmulas se utiliza para definir
g{—1), ya que ambas dan el mismo valor. Lo mismo es aplicable a g(2). -
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Las dos funciones siguientes se pueden definir utilizando férmulas diferentes en cada inter-
valo entre enteros consecutivos, pero las definiremos de una forma mads sencilla.

(ST La funcién ndixime entero menor. [a funcién cuyo valor en cualquier nimero x es el
maximo entero menor o igual que x se denomina funcidn miximo entero menor o fimecidn suelo entero,

Se representa por medio de |x|, o también, en algunos libros, [x] o [[x]]. La grafica de y= | x| se muestra
en la Figura P.61(a). Obsérvese que
|2.4] =2, |19] = 10] =0, |-12] = -2,
12] = 2, 10.2] = |-03]=-1, |-2|=-2
¥ ¥
v = |x] *—0 v =[x] o—=
*—0 o—
*— o—
*—0 | Qe
? | x . i x
Lt Dl
—0 Cr—=_p
(a) (b)

Figura P.61 (a) La funcién maximo entero menor |x|.

{b) La funcién minimo entero mayor [x].

La fumcién minimo entero mayar. La funcién cuyo valor en cualquier nimero x es el

minimo entero mayor o igual que x se denomina fumeidn minimo entero

o fimcidn techo endero,

Se denota como [ x|, La grafica de y = [x] se muestra en la Figura P.81(b), Para valores positivos de x esta

funcién podria repre
por cada hora o fraccién de hora,

sentar, por ejemplo, el coste de aparcar x horas en un aparcamiento que cobrara 1 €

|
Ejercicios P.5
En los Ejercicios 1 y 2, calcule los dominios de las 5 x+ |4 & |1+ |x—2
?ﬁiﬁ"f&iiﬁéﬂé. fgy figy g1y exprese las 7. Si f(x) = x+ 5y gx) = £ — 3, calcule lo sigulente:
(a) fogl0) (b) g(A0)
L fH=x g=/x—1 (c) £(g(x) (d) go (%)
2 f=J1-x gW=1+x (e) fof(—5) () gg2))
(® f(f(0) (h) gogl®

Dibuje las graficas de las funciones de los Ejercicios 3-6
combinando las gréficas de las funciones méas simples que
las constituyen.

Ly ¥ 4 £ —x

En los Ejercicios 8-10, construya las funciones compuestas
(a) fof(x) (b) fog(x)
(©) go (¥ () gogty
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& fW=2/x g¥=x(1-2

8 f=1/0-%  g=x-1

0 /) =Kx+1D/x—1), gX=s;m®

Calcule las casillas que faltan en la Tabla 4 (Ejercicios 11-16).

Tabla 4

f(x) g9 fogly
11. ¥ x+1
12 ¥+ 4 X
13 ¥ 14
14 f B 2x + 3
15 (x+ 1)/x X
16 x—1 1/5

17. Utilice una herramienta grafica para examinar en
orden las graficas de las funciones

y=+/x y=2+x

y=2+./3+x y=1+./3+2

Describa los efectos que producen en la gréfica los
cambios realizados en la funcién en cada etapa.

e
i

18 Repita el ejercicio anterior con las funciones ]
y= ZX, y= EX—]_' y: 1_2X, :
1 1
y= M y= .= =]
1—2x 1-2x

Los Ejercicios 19-24 se refieren a la funcién con dominio
[0, 2] y rango [0, 1] cuya grafica se muestra en la Figura
P.62. Dibuje las gréficas de las funciones que se indican, y

especifique sus dominios y rangos.

(1. 1)

¥y = flx)
2 g

Figura P.62
19. 2 (%) 20 —(1/2) 1%
21. f2%) 22 f(x3)
23 1+ f(—x/2) 24 21((x—1)/2)

En los Ejercicios 25-26, dibuje las graficas de las funciones
dadas,

X si Ogsx<l
25 flx) =
W {E—X si 1lexg?

Jx s 0<xgl
mgm'{z—x st 1<xg?

27. Calcule todos los valores de las constantes reales A y B
para los que la funcién F¥) = Ax+ B cumple

{a) FoFlx) = F(x) para todo x.
(b) FoFx) = x para todo x.

2R ,Para qué valores de xes |x| = 07 ;Y [x] = 07?
28, ; Qué niimeros reales cumplen la ecuacién |x] = [x]?
30. Verdadero o falso: ;[ —x] = — | x| para todo nimero
real x?
3. Dibuje la grafica de y = x — |x].
3. Dibuje la grafica de la funcién
X x=10

Ha= {}x{ z x<0

(Por qué se llama esta funci6n parte entera de &7

Funciones pares e impares

33 Suponga que f es una funcién par, g es una funcién
impar y que tanto f como g estan definidas en toda la
recta real. Las sigulentes funciones json pares, impares
o ninguna de las dos cosas?

f+g fg flg 8g/f
fug, guf fnf,' gng

34 Demuestre que si f es una funcién par e impar,
entonces debe cumplirse que f{x) =0 en todo punto
de su dominio.

35 Sea f una funcién con dominio simétrico respecto al
origen, es decir, si x pertenece a su dominfo, —x
también pertenece,

f=f g=gg

(a) Demuestre que f se puede expresar como la suma
de una funcién par y una funcién impar:

) = Ky + 0
slendo E una funcién par y O una funcién impar.
Sugerencia. Forme EX) = (f{x) + f(—x))/2.
Demuestre que £[x) = £{—x), por lo que E'serd
par. Demuestre después que O(x) = fx) — Elx) es
una funcién impar,

(b) Demuestre que sélo existe una forma de escribir £
como la suma de una funcién par y una funcién
impar, Sugerencia: Una forma esta dada en el
apartado {a). St pudiera expresarse también
f(x) = Ey(x) + Oy(%), siendo Ej una funcién par y
O, una funcién impar, entonces £— Ey = O — O,
y utilice después el Ejercicio 34 para demostrar
que E=E y O=0,
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m Polinomios y funciones racionales

Los polinomios se encuentran entre las funciones més sencillas de tratar en calculo. Son sumas
de términos consistentes en una constante multiplicada por una potencia no negativa de la varia-
ble de la funcién.

DEFINICION 5
Un polimemiio es una funcién P cuyo valor en x se expresa como
PO=ax"+a,_ X1+ - +ar+ax+a

donde las constantes a,, a,_, ..., &, @ ¥ 4, se denominan coeficientes del polinomio vy, si
n> 0, entonces a, # 0. El nimero n, grado de la potencia més alta de x, se denomina gira-
do del polinomio (el grado del polinomio cero no estd definido).

Por ejemplo,
3 es un polinomio de grado 0
2—x  esun polinomio de grado 1
2x — 17x+ 1  es un polinomio de grado 3

Supondremos en general que los polinomios con los que vamos a tratar son polinomios rea-
les, es decir, sus coeficientes son niimeros reales en vez del caso més general en el que son ni-
meros complejos. Frecuentemente, los coeficientes seran nimeros enteros o racionales. Los poli-
nomios juegan un papel en el estudio de las funciones andlogo al de los enteros en el estudio de
los niimeros. Por ejemplo, de la misma forma que al sumar, restar o multiplicar dos enteros se
obtiene un entero, al sumar, restar o multiplicar polinomios se obtiene siempre un polinomio. Al
sumar o restar polinomios, el resultado es un polinomio cuyo grado no es nunca superior al ma-
ximo grado de los dos polinomios que se combinan, Al multiplicar dos polinomios de grados m
y n, el resultado es un polinomio de grado m + n. Por ejemplo, en el caso del producto

F+NE-—x-2)=xr-2F-x-2
los dos factores tienen grados 2 y 3 y el resultado tiene grado 5.
De la misma forma que el cociente de dos enteros no es frecuentemente un entero, el cocien-
te de dos polinomios frecuentemente no es un polinomio, y se denomina fumcién racional

2x' — 3¢ + 3x+ 4
A o es una funcién racional

Cuando se divide un entero positivo a por un entero positivo mas pequefio b se obtiene un
cociente entero g y un resto también entero r que cumple 0 < r < b, Por tanto, la fraccién a/b se
puede escribir (de forma tnica) como la suma de un entero g y una fraccién cuyo numerador (el
resto 1) es menor que el denominador b. Por ejemplo,

7 1
§=2+§; el cociente es 2, el resto es 1

Anélogamente, si A, y B, son dos polinomios de grados m y n, respectivamente, con m > n,
la funcién A,/B, se puede expresar (de forma tinica) como la suma de un polinomio cociente
- de grado m — n y otra funcién racional %, /B, en la que el grado del polinomio numera-
dor, B, (el resto de la divisién), eso 0 0 k<

An(0 Ri(x)
Bn(X} - Qm—n(x} e BH[X}

(E1 Algoritmo de Division)
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2x' — 33X + 3x+4
m Escriba el algoritmo de divisién de 711 il

Solucién METODO L Uso de divisién de polinomios:

2x — 3
£+ 1128 — 3¢ + 3x + 4
2% + 2x

-3 +x + 4
—34

-3
¥ + 7
Entonces
28 — 33X +3x+4 ) 3+x+?
Z+1 R Z+1

El cociente es 2x — 3 y el resto es x+ 7.

METODO IL Se afiaden términos apropiados de menor grado al numerador con grados no menores que el
grado del denominador para permitir la factarizacién del denominador, y después se restan de nuevo esos
términos.

2¢' — 3¢ + 3x +4

= 2 +2x— 3% —-3+3x+4—2x+3
2x(* +1) — 3+ 1)+ x+ 7
De donde se deduce inmediatamente que

28 — 3¢ + 3x+14 " 3+x+?
Z£+1 =X £+ 1

Raices y factores

Se dice que un nimero r es una raf de un polinomio Psi P(r) = 0. Por ejemplo Plx) = x° — 4x
tiene tres raices: 0, 2 y —2. Al sustituir x por cualquiera de esos tres niimeros se cumple que
P(x) = 0. El Teorema Fundamental del Algebra (véase el Apéndice II) indica que todo poli-
nomio de grado como minimo 1 tiene una raiz (aunque dicha raiz puede ser un niimero com-
plejo). Por ejemplo, el polinomio lineal (de grado 1) ax+ b tiene la raiz —bja ya que
a(—b/a) + b= 0. Un polinomio constante (de grado cero) no puede tener raices, a no ser que
sea el polinomio cero, en cuyo caso cualquier niimero serfa una raiz.

Los polinomios reales no tienen por qué tener rafces reales, Por ejemplo, el polinomio ¥ + 4
no vale cero para ningin niimero real x, pero s vale cero para los niimeros complejos 2/ y —2j,
donde 1 representa la unidad imaginaria, que cumple que £ = —1 (en el Apéndice I se conside-
ran los nimeros complejos). Los nimeros 2iy — 2ison complejos conjugados entre sf. Los ni-
meros complejos que son raices de polinomios reales deben aparecer en pares conjugados.

En aplicaciones de cdlculo resulta de utilidad factorizar polinomios en forma de productos de
polinomios de grado inferior, especialmente de polinomios de grado 1 o 2 (lineales o cuadrati-
cos). El teorema siguiente muestra la conexién entre los factores lineales y las raices.

TEDREMAo Teorema de factorizacitn

Un niimero res una raiz de un polinomio P de grado no inferior a 1 si y sélo si x — res un
factor de P(x).
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DEMOSTRACION Por el algoritmo de divisién, se cumple que existe un polinomio co-
ciente ¢) de grado una unidad menos que el de Py un resto de grado 0 (es decir, una cons-
tante ¢), tal que

3 Gl X -

r

Por tanto, PAY) = (x—nNQx) +c, y Pl) =0 si y sblo si c=0, y en ese caso

P(x) = (x— n@(x) vy, por tanto, x — res un factor de P(x).
e

A partir del Teorema 1 y del Teorema Fundamental del Algebra se deduce que todo polino-
mio de grado n>1 tiene n raices (si P es de grado n= 2, entonces tiene una raiz r, y
P(x) = (x— ¢Xx), siendo @ un polinomio de grado n— 1> 1, que a su vez tiene una raiz,
etc.). Por supuesto, no es necesario que las raices de un polinomio sean todas diferentes, El poli-
nomio P(x) = ¥* — 3x° + 3x — x = x(x — 1)* tiene cuatro raices; una de ellas es 0 y las otras
tres valen 1. Se dice que la raiz 1 tiene mmltiplicidad 3, ya que se puede dividir Plx) por
(x — 1)* y se obtiene de resto 0.

Si Pes un polinomio real que tiene una raiz compleja r; = u + #, siendo vy v nimeros rea-
les y v # 0, entonces, segiin se ha comentado anteriormente, el complejo conjugado de rj, es
decir r, = u — v, debe ser también una raiz de P (y ademas, r; y r; tendran la misma multiplici-
dad). Por tanto, x— u — fv y x — u + fv son factores de P(x) y su producto

x—u—-Wx—u+p)=x—-i+*=xX-2ux+ i+
es un polinomio cuadratico sin raices reales. Se deduce, por tanto, que todo polinomio real se

puede descomponer en un producto de factores lineales reales (que pueden estar repetidos) y un
producto de factores cuadraticos sin raices reales (que pueden estar repetidos).

(Cuél es el grado de P(x) = ¥*(¥ + 2x+ 5)%? ;Cuéles son las raices de P, y cuél es la
multiplicidad de cada raiz?
Solucién Si se desarrolla la expresién de P, el maximo grado de x Eesente en la expresién desarrollada
es X(x)* = ¥, por lo que el grado de Pes 7. El factor ¥’ = (x — 0)° indica que 0 es una raiz de P con
multiplicidad 3. Las cuatro raices restantes seran las rafces del polinomio x* + 2x + 5, cada una de ellas
con multiplicidad 2. Entonces,

[+ 2x + 5]° = [(x + 1)® + 4]
=[x+ 1+2)(x+1—2))?

Por tanto, las siete raices de Pson:

0,00 0 tiene multiplicidad 3
—1-2i —1-2i —1 — 2/ tiene multiplicidad 2
=42l =1 +21 —1 + 21 tiene multiplicidad 2

Raices y factores de polinomios cuadraticos
Existe una expresién bien conocida para calcular las raices de un polinomio cuadratico.

Ecuaciin de segundo grado

Las dos soluciones de la ecuacién cuadratica
A+ Bx+C=0
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siendo A, By C constantes y A # 0, se obtienen como

—-B+./B* - 4AC
2A

X=

Para ver que efectivamente es asf, se divide la ecuaci6n de segundo grado por A y se comple-
tan los cuadrados en x:

B ¢
Xz"f"EX'f'E—{:'

.28 +E_£_§
AT AR T A A

( 3)2 B — 4AC
x+—| =———

¥

2A 4 A
L B_  JE-4C
T T
La cantidad D= B — 4AC que aparece dentro de la raiz cuadrada en la férmula se denomi-
na discriminante de la ecuacién o polinomio de segundo grado. La naturaleza de las raices de la

ecuacién de segundo grado depende del signo del discriminante,

(a) Si D> 0, entonces D = ¥ para algin valor de & y la ecuacién de segundo grado posee dos
raices distintas, (— B + 8/2A4) y (- B — B/(24).

(b) Si D=0, entonces la ecuacién de segundo grado tiene sélo una rafz, — B/(24), la cual tiene
multiplicidad 2 (se denomina raiz doble).

(c) Si D <0, entonces D= — ¥ para algin valor de k y la ecuacién de segundo grado posee
dos raices complejas conjugadas, (— B + k)/(24) y (— B — k)/(2A4).

Calcule las raices de los siguientes polinomios de segundo grado y exprese dichos polino-
mios como producto de sus factores lineales.

@) ¥ +x—1 (b) 9x* — Bx+ 1 ) 2 +x+1

Solucion Se utiliza la férmula de la ecuacién de segundo grado para obtener las raices de los polino-
mias.

@ A=1, B=1 C=-1

—Tt oI+ 4 1
== — —
2 27 2

f+x—1=(x+%—£ (x+

5

Ba| o=

2
() A=9, B=-86 C=1

64+./38—-38 1
=—=——=1 (afz doble)

18

0y

X

2
9¥ —6x+1 =9( —%) = (3x— 1)*
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1 7
x= =——i—1
E 47 4
1
2f+x+1-2(x+——£ )(x+4+{1‘)

Observacion Existen formulas para calcular las raices exactas de polinomios de grado 3 y de
grado 4, pero, a diferencia de la férmula de la ecuacién de segundo grado, son muy complicadas
y raramente se utilizan. El célculo nos proporciona herramientas muy poderosas y faciles de de
utilizar para obtener aproximaciones a las raices de polinomios (y soluciones a ecuaciones mas
generales), con cualquier grado de exactitud que se desee.

Factorizaciones diversas

Algunos polinomios de grado 2 y superior se pueden factorizar (al menos parcialmente) por sim-
ple inspeccién, Algunos ejemplos son:

(@) Factor comun: a¥* + bx = x{ax + b).
(b) Diferencia de cuadrados: ¥* — &° = (x— a)(x + a).
(c) Diferencia de cubos: ¥ — & = (x — a)( + ax+ a9).
(d) De forma més general, la diferencia de n-ésimas potencias para cualquier entero positivo
X—a=kxk—-a '+a i+ + ...+ & W+ a"Y
Nétese que x — a es un factor de X" — & para todo entero positivo n.

(e) Siempre es cierto que si n es un entero positivo impar, entonces x + a es un factor de
x"+ a". Por ejemplo,

XY+a=x+al-axr+ )
Y+a=k+al-ar+a%-ax+ 4

Finalmente, mencionaremos un método de prueba y error para factorizacién de polinomios de
segundo grado, denominado factorizacién trinomial. Como

x+px+qg =¥+ (p+qgx+pg
-px-q@=X-(p+@x+pg vy
(x+p}(x~q}=x2+[p—q}x—

es posible a veces obtener los factores de ¥* + Bx+ C buscando los factores de |(] para los que
la suma o la diferencia es B. De forma més general, a veces es posible factorizar

A¥ + Bx+ C= (ax+ B (ex+ d

Buscando los factores ay ¢ de A y los factores b y d de C para los que ad + bc = B. Por su-
puesto, si esto falla siempre se puede aplicar la férmula de la ecuacién de segundo grado para
obtener las raices, y por tanto los factores, de un polinomio cuadratico.
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¥ —5x+8=(x—3(x—2
£+Tx+8=x+6)(x+1

L+x—68=(x+3(x—2
2¥ +x—10=(2x+5)(x—2)

p=3,9=2pg=86p+qg=>
p=6g=1pg=86p+qg=17
p=3q9= -2 pq=—8,ptqg=1
a=2 b=5c¢c=1d=-2

ac=2, bd=—10, ad+ bc=1

m Calcule las raices de las siguientes polinomias:

@) ¥ — ¥ —4dx+4
Solucién

(b) £ +3x2—4
(a) Existe un factor comin obvio:

€ ¥ —x—x+x

- —dx+4=x—-1DXF-4H=(x—1Dx—2(x+ 2

Lasraices son 1,2y —2.

(b) Se trata de un trinomio en ¥ para el que existe una factorizacién sencilla:
X +3f —4=F+ 9 - D) =+2)x— 200+ Dx— 1)

Las raices son 1, —1, 21y —21,

(c) Empezamos con unas factorizaciones obvias:
Y- —Ftx=xy - —x+1)=x(x—1)EF-1)
=xx— 1D} +x+1)

Por tanto, 0 es una raiz y 1 es una raiz doble, Las dos raices restantes son las del factor cuadrético
¥ +x+ 1, que no se puede factorizar de forma sencilla por simple inspecci6n, por lo que usamos la

férmula;
_CleJ/1-4 1 B
T T 27 .
Ejercicios P.6
i ¥
En los Ejercicios 1-12, calcule las raices de los polinomios. 13 Z_2 14 IS
Si hay raices repetidas, indique su multiplicidad. Escriba —2 +tox+3
ademas cada polinomio en forma de producto de sus P A+ &
factores lineales. B roxs 8z

L2+ 7x+ 10 2 ¥ —3x—10
2 ¥+ 2x+2 4 ¥ —6x+ 13
5 164 —8¥ + 1 & ¥ +6x + 9¥
7. X+ 1 8| -1

9 -3 +3F4 -1 14 ¥ — ¥ — 16x+ 18
M xX+x2+82+8 12 ¥ —4¥ — P + 44

En los Ejercicios 13-16, exprese las funciones racionales
dadas como la suma de un polinomio con otra funcién
racional cuyo numerador sea o bien cero, o bien de menor
grado que el denominador.

17. Demuestre que x — 1 es un factor de un polinomio P
de grado positivo si y sélo si la suma de los
coeficientes de Pes cero.

18 ; Qué condicién deberfan cumplir los coeficientes de un
polinomio para asegurar que x + 1 es un factor de
dicho polinomio?

+19 Fl conjugado de un nimero complejo z= u+ b

(siendo u y v mimeros reales) es el niimero complejo
z= u— Iv. En el Apéndice I se demuestra que el

conjugado de una suma (o producto) de dos niimeros
complejos es la suma (o producto) de los conjugadas,



Utilice este hecho para verificar que siz= u+ v es
una raiz compleja de un polinomio P con coeficientes
reales, entonces su conjugado Z es también una raiz
de- P,

+20. Continuando con el ejercicio anterior, demuestre que

sl z= u + iv Glendo uy v nimeros reales) es una raiz
compleja de un polinomio P con coeficientes reales,

+«21.
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entonces P debe tener el factor cuadratico
¥ 2w+ if +1t

Utilice el resultado del ejercicio 20 para demostrar
que si z= u+ fv (siendo uy v niimeros reales) es una
rafz compleja de un polinomio P con coeflcientes
reales, entonces zy z son raices de P con la misma
multiplicidad,

3B Las funciones trigonométricas

Casi toda la gente se encuentra por primera vez con las cantidades cos ¢y sent y a partir de la
razén de la longitud de los lados de un tridngulo rectangulo en el que ¢ es el valor de uno de sus
angulos agudos. Si en un tridngulo rectdngulo se denominan «hip» a la hipotenusa, «ady» al ca-
teto adyacente al 4ngulo ¢y «opu» al cateto opuesto al angulo ¢ (véase 1a Figura P.63), entonces

_ady __opu 3
cost—h],p Y = hip )
hip
opu
L Figura P.63 cos f = ady/hip.
ady sen t = opu/hip.

Estas razones dependen sélo del angulo £ y no de un tridngulo en particular, ya que todos los
tridngulos rectangulos con un 4ngulo agudo t son similares.

En el ambito del calculo son necesarias definiciones més generales de cost y sent como
funciones definidas para todos los niimeros reales t, no sélo para los angulos agudos. Estas defi-
niciones se establecen en funcién de una circunferencia, en vez de un triangulo.

Sea C una circunferencia de centro el origen Oy de radio 1. Su ecuacién es ¥ + y* = 1,
Sea A el punto (1, 0) sobre C. Para todo nimero real ¢, sea P, el punto sobre C situado a una
distancia || de A, medido sobre C en sentido contrario al de las agujas del reloj, si t > 0, y en el
sentido de las agujas del reloj si ¢ < 0. Por ejemplo, como la circunferencia mide 2z radianes, el
punto P,, representa un cuarto de vuelta de distancia desde A en la circunferencia C. Se trata
del punto (0, 1).

Utilizaremos esta longitud ¢ como medida del angulo AOP, como muestra la Figura P.64.

DEFINICION 6
La medida en radianes del dngulo AOP, es de ¢ radianes:

£ AOP, = t radianes

Estamos mds acostumbrados a medir los dngulos en grades. Como P, es el punto (-1, 0), la
mitad del camino (x radios de distancia) alrededor de la circunferencia C desde el punto A, tene-
mos que

n radianes = 180°

Para convertir grados en radianes se multiplican los grados por =/180, y para convertir radianes
en grados se multiplican los radianes por 180/x.
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P."r,-"?
P, = (cost, sen i)
| Longitud de arco ¢
t (radianes) A=(1,0

P i Figura P.64 5i la longitud del arco AP, es de t radios
: de C, entonces el angulo AQP, = ¢ radianes.

Convenio para imgulos

En célculo se supone que todos los angulos se miden en radianes a menos que se indique
explicitamente que se miden en grados o en otras unidades. Por ejemplo, al decir un angu-
lo de n/3, significa n/3 radianes (que equivalen a 60°), y no =/3 grados.

Longitud de arco y drea de seclor circular. Un arco de una circunferencia de radio r

abarca un angulo f desde el centro de dicha circunferencia, Calcule la longitud s de dicho arco y el 4rea A
del sector circular comprendido entre el arco y el centro de la circunferencia.

Solucién La longitud del arco ses la misma fraccién de la longitud de la circunferencia 2zr que la frac-
cién que representa f de la longitud total de la circunferencia en radianes, que es 2z (o 360°), Por tanto,

f
s=— (2x1 = rf unidades
2w

De forma similar, el 4rea A del sector circular (véase la Figura P.65) es la misma fraccién del 4rea total
del circulo nr: -
i t

= = — 2
2 (nr?) 5 unidades

(En la Seccién 1.1 demostraremos que el 4rea de un circulo de radio res nr).

A

Figura P.65 Longitud del arco x = rt. Area del sector circular A = 742,
|

Utilizando el procedimiento descrito anteriormente, se puede calcular el punto P, correspon-
diente a cualquier nimero real ¢ positivo o negativo. Los valores cost y sen ¢ se definen como
las coordenadas del punto P, (véase la Figura P.66).
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P, = (cos 1, sent)

I
]
! Longitud de arco ¢
]

J L] If
t (rad) :SLn A=(L0) .,

cost (),

Figura P.66 Las coordenadas de P,son (cos i sen .

DEFINICION 7 Coseno y seno

Dado un niimero real ¢, el cosemo de ¢ (abreviadamente, cos §) y el semo de ¢ (abreviada-
mente, sen f) son las coordenadas x e y del punto P,

cos t = coordenada x del punto P,
sent = coordenada ydel punto P,

Dada la forma en que se definen, el coseno y el seno se denominan fumciomes dirculares. Notese
que estas definiciones concuerdan con las dadas anteriormente en funcién del angulo agudo de
un tridngulo rectdngulo (véanse las férmulas (*) al principio de esta seccién). En este caso el
tridngulo es el P,0Q), que se muestra en la Figura P.66.

Examinando las coordenadas de Py = A, Frpp Py P_ s = Py de la Figura P.67, se ob-
tienen los siguientes valores:

T i 3n
casl =1 cosE=0 cosg=—1 cos _E =oos?=0

3
senl =0 seng=1 senn=10 sen(—;)=sen§=—l

Py=A=(1.0)
p=aA={ %

P a=Pira=(0.—1)

Figura P.67 Algunos angulos especiales,
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Identidades de utilidad

Muchas propiedades importantes de cos t y sen  se desprenden del hecho de que son las coorde-
nadas del punto P, sobre la circunferencia C de ecuacién ¥* + y* = 1.

Ramgp del coseno y del semo. Para todo nimero real ¢,
—1<cost<l y —1<sent<gl

Identidad de Pitdagoras. Las coordenadas x= cost e y =sent del punto P, deben cumplir
la ecuacién de la circunferencia. Por tanto, para todo nimero real ¢,

cos’t+sen’t=1

(Nétese que cos® ¢ significa (cos §?, y no cos (cos . Se trata de una notacién desafortunada, pero
se utiliza en préicticamente toda la literatura técnica, asi que tendremos que acostumbrarnos a
utilizarla),

Periodiddad Como C es una circunferencia que mide 2z radianes, sumar 2z a un valor de ¢
hace que el punto P, describa una vuelta completa alrededor de la circunferencia C'y termine en
el mismo sitio: P, ,, = P, Por tanto, para todo ¢,

cos(t+ 2m) =cost y sen(t+2m) =sent

Esto quiere decir que el coseno y el seno son fimciones periédicas de periodo 27.

El coseno es uma fimcién par. El seno es una fumcién impar. Como la circunferencia
¥ + ¥ = 1 es simétrica respecto al eje x, los puntos P,y P_, tienen la misma coordenada x, y
coordenadas y opuestas (véase la Figura P.68).

cos(—f=cost y sen(—f= —sent

Identidades de dngulos complementarios. Dos 4dngulos son complementarios si suman /2
(0 90°). Los puntos P -,y P, son reflexiones (uno del otro) respecto a la recta y= x (Figu-
ra P.69), por lo que la coordenada x de uno de ellos es la coordenada y del otro, y viceversa. Asi,

n ™
COS(E_ )=sent y sen(i— )=cost

_\_! _|,' "

P i —
P, = (cos 1, sen {) orf Bt
& y ,
! ! 1 | ‘-
>y e .
&
P_; = (cos(—1), sen{—t))
I ocst— ) — st Figura P69 cos ((r/2) — 4 = sen

sen{—4{ = —sent. sen ((w/2) — ) = cost
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Identidades de imgulos suplementarios. Dos dngulos son suplementarios si suman = (o
180°). Como la circunferencia es simétrica respecto al eje y;, P,_,y F; tienen la misma coordena-
da y, y coordenadas x opuestas (véase la Figura P.70). Entonces,

cos(n— 4§ =—cost y sen(z— H=sent

Figura P.70 cos(n — f) = —cost
sen(m — f) = sent

Algunos dngulos especiales

m Calcule el seno y el coseno de =/4 (es decir, 457).

Solucién El punto P, est4 en el primer cuadrante sobre la recta x = y. Para calcular sus coordenadas,
se sustituye x = yen la ecuaci6én de la circunferencia ¥* + y* = 1, con lo que se obtiene 2x* = 1, Por tanto,

x=y=1//2 (véasela Figura P.71), y

n
cos (45°%) = cos— =

1
"7

n
sen (45%) = sen; =

1
ﬁ

1

L
4 2

Figura P.71 sen% = COS

ST TR W Calcule los valores del seno y el coseno de los angulos =/3 (o 60°) y =/6 (o 30°).

Solucién El punto P, 5 y los puntos O, 0) y A(1, 0) son las vértices de un triangulo equilatero cuyo
lado tiene longitud 1 (véase la Figura P.72). Por tanto, la coordenada x del punto P, 5 vale 1/2, y la coorde-

nada yvale \/1 — (1/2)? = ./3/2, con lo que
/3

n 1 n
cos (607 —cosE—E sen (60%) —seng—T
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Como g = ; = g las identidades de angulos complementarios nos permiten obtener que

T n 3 n r 1
cos (309) =cmg=sen§=7f sen (309) =seng=cos§=5

Figura P.72 cosn/3 = 1/2,
senm/3 = ﬁ,rz.

La Tabla 5 resume los valores del coseno y el seno en los dngulos multiplos de 30° y 45°
entre 0° y 180°. Los valores de 120° 135° y 150° se han obtenido utilizando las identidades de
4ngulos suplementarios, Por ejemplo,

cos (120°) = cos (%E) = Cos (rs - g) = —cos (g) = —cos (60°) = —

Tabla 5. Cosenos y senos de algunos dngulos especiales
Grados iy 30° 45° 80° 90° 120° 135° 150° 180°

B |

T T T n 2n 3n S
By 0 3 i3 z 3 1 &8
Coseno 1 é A, l 0 . DS S é s
2 J2 2 2 J2 2
1 1 J3 J3 1 1
Se 0 = — A i A =
" 2 J2 2 ! 2 J2 2 0

[ Ejemplo 5 [N e

Solucién Se pueden dibyjar los tridngulos adecuados en los cuadrantes donde estan los 4ngulos, para de-
terminar los valores requeridos. Véase la Figura P.73,

(@) sen(3n/4) =sen(n — (n/4)) = 1,/\/5.

(b) cos(4r/3) = cos(n + (n/3)) = — %
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3m/4
x,/4 _\
1 X
V2
.\'I
B O %
: N ;
f /3 *
]

Figura P.73 Uso de tridngulos situados adecuadamente para calcular funciones
trigonométricas de dngulos especiales,

Aunque se pueden obtener aproximaciones decimales a los valores del seno y el coseno utili-
zando una calculadora cientifica o tablas matematicas, es qtil recordar los valores de la tabla pa-
ra los angules 0, #/8, /4, /3 y n/2, ya que aparecen frecuentemente en las aplicaciones.

Al tratar el seno y el coseno como funciones, las variables se pueden nombrar en la forma
que deseemos (por ejemplo, x, como se hace con las otras funciones). Las Figuras P.74 y P.75
muestran las graficas de cosx y senx. En ambas gréficas el comportamiento entre x=10 y
x = 2n se repite una y otra vez a medida que nos movemos de izquierda a derecha por el eje x.
Obsérvese que la grafica de sen x es igual a la grafica de cos x desplazando esta dltima a la dere-
cha una distancia de z/2.

¥

_~

¥y =senx

/ e : " \_/

Figura P.75 Gréfica de senx.

jAtendcién!

Cuando se utiliza una calculadora cientifica para calcular funciones trigonométricas, hay
que asegurarse de seleccionar el modo angular apropiado; grados o radianes.
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Formulas de sumas

Las férmulas que siguen sirven para determinar el coseno y el seno de una suma o diferencia de
dos 4ngulos en funcién de los cosenos y senos de dichos angulos,

TEOREMA €)) Férmulas de suma para d caseno y d seno

cos(s+ f) =cosscost — senssent
sen (s+ f) =senscost + cosssent
cos(s— f) =cosscost+ senssent
sen(s— ) =senscost— cosssent

DEMOSTRACION Demostraremos la tercera férmula como sigue; sean s y ¢ niimeros
reales, y considérense los puntos

P,= (cost sent) P._;= (cos(s— 9, sen(s— 0)
P, = (coss, sen s} A=(10)
como se muestra en la Figura P.76.

) X
\ ) Figura P76 P.P,=P, ,A

El angulo P,OP; = s — t radianes = dngulo AOP;_,, y la distancia P,P,; es igual a la
distancia P,_,A. Por tanto, (P,P)* = (P,_,A)*. Si expresamos las distancias al cuadrado en
funcién de las coordenadas, y se desarrollan los binomios correspondientes:

(coss — cosf)? + (sens —sen 2 = (cos (s — 8 — 1)® + sen®(s— 9
cos? s — 2 cos 5cos t + cos’ t + sen’ s — 2senssent + sen’ ¢
=cos’(s—H—2cos(s— H+1+sen’(s— 9
Como cos®x + sen” x= 1 para todo x, esto se reduce a
cos (s — ) = cosscos t + senssen t

Sustituyendo ¢ por —t en la formula anterior, y recordando que cos(—f = cost y
sen(—1f = —sent tenemos que

cos(s+ f§ = cosscos t— senssen t
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Para obtener las férmulas de suma para el seno se pueden emplear las formulas de 4ngulos
complementarios:

sen(s+ ) = cos(g— (s + r])
T
o))
_ T 3
—COS(E—S){:OSI+sen(E— )Sent

= senscost + cos ssent
y la otra férmula se sigue de nuevo si sustituimos ¢ por —¢.

e

(SEIGTA N Calcule el valor de cos (r/12) = cos 15°,
Solucion
T noon

iT_ n @ _ n
mslz—cm 3 1 —ICCFSS(Z‘C!S4 SEEI]BSEI'l‘l

06 (D622 _

A partir de las férmulas de suma, se pueden obtener como casos especiales clertas férmulas
ttiles denominadas férmulas del dmgulo doble Si en las formulas de suma de sen(s+ 8 y
cos (s + # se hace s = t, se obtiene

sen2t = 2sentcost y

cos2t= cos’t— sen’ t
=2cosft— 1 (usando sen? ¢ + cos® t = 1)
=1 - 2sen’t

Despejando en las dos tltimas férmulas cos® ¢y sen” £ se obtiene

s, 1+ cos2t 1 — cos 2t
cos’t=——"—— senzr=T

que se denominan férmmulas del dmgulo mitad, ya que se utilizan para expresar relaciones trigo-
nométricas de la mitad del 4ngulo 2¢. Posteriormente encontraremos estas férmulas de utilidad
cuando integremos potencias de cos x y sen x.

Otras funciones trigonométricas

Existen otras cuatro funciones trigonométricas: tangente (tan) cotangente (cot), secante (sec) y
cosecante (csc), todas ellas definidas en funcién del coseno y el seno. Sus gréficas se muestran
en las Figuras P.77-P.80.
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Obsérvese que todas las funciones anteriores estdn indefinidas (y su gréafica presenta una
asintota vertical) en los puntos donde la funcién del denominador de su definicién vale cero, Ob-
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sérvese también que la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones impares y que la
secante es una funcién par, Como |seny < 1y |cos x] < 1 para todo x, |cscx = 1 y|secq = 1 en
todos los puntos donde estan definidas.

Las funciones seno, coseno y tangente se denominan fimciones trigonoméiricas primarias
y sus inversas cosecante, secante y cotangente se denominan fumdciomes trigonoméiricas secum-
darias Las calculadoras cientificas en general solo llevan incorporadas las funciones primarias;
para obtener las funciones secundarias basta con utilizar la tecla de inverso. La Figura P.81
muestra un diagrama de utilidad, denominada «regla CPST» de ayuda para recordar dénde son
positivas las funciones primarias. Las tres son positivas en el primer cuadrante, marcado con P.
De las tres, sélo el seno es positivo en el segundo cuadrante S, sélo la tangente en el tercer cua-
drante T y sélo el coseno en el cuarto cuadrante C.

C

Figura P81 La regla CPST.

3
(ST T Calcule el seno y la tangente del 4dngulo @ en el intervalo I:n:. ?:r:] cuyo coseno vale

1

CCEB':—E.

Solucion Utilizando la igualdad de Pitdgoras cos®  + sen’ 6 = 1 se obtiene
B 2./2
senfl = + \/% =4 o

J
3
La condicién de que @ debe estar en el intervalo I: : ?’t] lo sittia en el tercer cuadrante, Por tanto, su seno

w0 | =
| oo

sen’fl =1—

serd negativo, Asi,

2./2 senf  —2./2/3
enf=——— y =™ B =2./2

Como sus inversos caseno y seno, las funciones secante y cosecante son periodicas de perio-
do 2m. Sin embargo, la tangente y la cotangente tienen periodo = ya que

sen(x—+m) senxcosm+ cosxsenm  —Senx -
— — — X
cos(x-+ m) COSXCOST — senxsenm  —COSX

tan (x + n) =
Dividiendo la identidad de Pitdgoras cos® x + sen’ x = 1 por cos® x y sen’x, respectivamente,
se obtienen dos versiones alternativas de dicha identidad que resultan de utilidad:
I +tan*x=sec?x y 1+ cot’x=csc’x

A partir de las férmulas de suma del seno y del coseno se pueden obtener las de la tangente
y la cotangente. Por ejemplo,

sen(s+f) senscost+ cosssent
cos(s+ f) cosscost— senssent

tan(s + §) =
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Si ahora dividimos el numerador y el denominador de la fraccién de la derecha por
cosscos £, se obtiene

tan(5+t}—tans+tant
"~ 1—tanstant
Sustituyendo ¢ por — ¢ se llega a
tans — tant
tan —_ T ———
5=19 1 + tan stan ¢

Calculos con Maple

Maple conoce las seis funciones trigonométricas y puede calcular sus valores y manejarlas de
diversas formas. Maple asume que los argumentos de las funciones trigonométricas se expresan
en radianes.

> evalf(sin(30); evalf(sin (Pi/6));
—.9880316241
.5000000000

Nétese que Maple conoce la constante Pi (con la P mayiscula). La funcién evalf () trans-
forma su argumento en un nimero en formato decimal en coma flotante con 10 digitos significa-
tivos (la precision se puede cambiar asignando un nuevo valor a la variable pigits). Si no se
hace de esta forma, el seno de 30 radianes no se habria desarrollado, ya que no es un entero.

> Digits :=20; evalf(100%Pi); sin(30);
Digits:= 20
314.15926535897932385
sen (30)

A menudo es 1itil expresar las funciones trigonométricas de dngulos miltiplo como potencias
del seno y coseno, y viceversa.

> expand(sin(5*x));
16 sen (x) cos (x}* — 12sen (x) cos (92 + sen (x)

> combine ((cos (x)})*5, trig);

1 5 5
Ecos (5x) + T cos (3% + 3 cos (%)

Otras funciones trigonométricas se pueden transformar en expresiones en funcién del seno y
el coseno.

> convert (tan(4*x)* (sec(4*x)) "2, sincos); combine (%, trig);
sen (4x)
cos (4x)°

sen (4.x)
cos (12x) + 3 cos (4x)

El % en el tltimo comando se refiere al resultado del célculo anterior,
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Repaso de trigonometria

Las funciones trigonométricas se denominan de esta forma porque frecuentemente se usan para
expresar las relaciones entre los lados y las angulos de un tridangulo. Como vimos al principio de
esta secci6n, si @ es uno de los dngulos agudos de un tridngulo rectangulo, podemos denominar
los tres lados de dicho tridngulo como ady (el cateto adyacente a ), opu (el cateto opuesto a ) e
hip (la hipotenusa). Las funciones trigonométricas de @ se pueden expresar como relaciones de
las longitudes de esos tres lados. Concretamente:

ad
B osb=or  tanf=o

=l HTp hip  ady

hip
opu

Figura P.82

ady

ST TR M Calcule los lados desconocidos x e y del triangulo de la Figura P.83,

Solucion En este caso, s es el lado opuesto e yes el lado adyacente al dngulo de 30° La hipotenusa
tiene una longitud de 5 unidades. Por tanto,
y NG

=cos30° ="~
5

£—senSD"—E
i =3 Y 9

5 5./3
porloqu=§ey=Tfmﬂdades.

Figura P83
||

(ST TGN En el tridngulo de la Figura P.84, exprese los lados x e y en funcién del cateto a y el 4n-
gulo 6.

Figura P.84

Solucion El cateto xes el opuesto al angulo 6, e y es la hipotenusa. El cateto adyacente a 0 es
a. Por tanto,
X a
—=tanf y —=cosf
a2 ¥

a
Por tanto, x = atanf e y= —— = asec 0.
cos @)
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Cuando se consideran tridngulos generales (no necesariamente rectdngulos), resulta conve-
niente etiquetar sus vértices con letras maytsculas, que indicardn también los dngulos correspon-
dientes a dichos vértices. Los lados opuestos a los vértices se indican con la letra correspondien-
te al vértice opuesto pero en minisculas, Véase la Figura P.85. Las relaciones entre los lados a,
by cy los angulos opuestos 4, By Cen un tridngulo cualquiera se expresan mediante las si-
guientes formulas, denominadas Teorema del Semo y Teorema del Coseno,

Figura P.85 Los lados de este triangulo se etiquetan de forma correspondiente con sus
B angulos opuestos,

TEOREMA o senA senB senC

a b ¢

Tewemadd Cosemee & = ¥ + & — 2bccos A
F=2+¢&-2accosB

¢ =4+ K — 2abcosC

Teowema dd Senax

DEMOSTRACION Véase la Figura P.86. Sea h la longitud de la perpendicular que va desde
A hasta el lado BC. Utilizando las férmulas de los trigngulos rectangulos (y la igualdad
sen(m — f) =sent si fuera necesario), se puede obtener que csenB= h= bsen C. Entonces
(sen B)/b= (sen C)/c. Por simetria, o bien trazando una nueva perpendicular a otro de los lados,
ambas fracciones deben ser iguales a (sen A)/a. Esto demuestra el Teorema del Seno, Para el
Teorema del Coseno, obsérvese que

F + (a — beos O 3

N

=
F+@+bcosin— Q) si C

v

n
2
I
2

=K+ (a—bcosQ? (yaquecos(n— O = —cosQ
= BsenC + & — 2abcos C + Fcost C
=& + b — 2abcos C

¢ 7 < """ FiguraP.86

Las otras versiones del Teorema del Coseno se demuestran de forma similar,

.
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ST TNV Dos lados de un tridngulo valen a= 2 y b= 3 y el angulo C = 40°. Calcule el lado c y
el seno del angulo B

Solucién A partir de la tercera versién del Teorema del Coseno:
=4+ b —2abcosC=4+9— 12cos40° & 13 — 12 x 0.766 = 3.808
El lado ces de ./3.808 = 1.951 unidades de longitud. Utilizando ahora el Teorema del Seno se obtiene

senC send0® 3 x 0.6428

= oS X &
T 1.951

~ 0.988
|

Un tridngulo queda completamente determinado por uno cualquiera de los siguientes conjun-
tos de datos (que se corresponden con los casos conocidos de congruencia de tridngulos en geo-
metria clasica);

1. Dos lados y el angulo entre ellos (véase el Ejemplo 10).

2. Tres lados, de forma que ninguno de ellos exceda en longitud a la suma de los otros dos.
3. Dos angulos y un lado,

4, La hipotenusa y un cateto en el caso de un tridngulo rectdngulo.

En todos los casos anteriores siempre es posible obtener los lados y angulos desconocidos
utilizando el Teorema de Pitdgoras o los Teoremas del Seno y del Coseno, y el hecho adicional
de que la suma de los tres 4ngulos de un tridngulo es siempre de 180° (o = radianes).

Un tridngulo no queda completamente determinado conociendo sélo dos lados y un angulo
no contenido entre esos lados. Puede no existir ningin tridngulo, un tridngulo rectdngulo, o dos
triangulos no rectangulos que cumplan con esos datos.

IGETEREN = un tiangulo ABC, B=30°, b=2y c=3, Calcule a
Solucién Se trata de un caso ambiguo. Utilizando el Teorema del Coseno,
b =4 + & — 2accos B
4 = 2" +9 —8al,/3/2)
Por tanto, a debe cumplir la ecuacién &* — Bﬁa + 5 =0. Utilizando la férmula de la ecuacién de segun-

do grado se obtiene
JENCERVCIRE T
- 2

=127 o 3921
Es decir, existen dos tridngulos coherentes con las datos dados, como se muestra en la Figura P87,

A A

aoe
B g4=1275 C B a == 3,921 c
Figura P.87 Dos triangulos con b= 2, c= 3y B= 30°
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Ejercicios P.7

En las Ejercicios 1-6, calcule los diferentes valares
utilizando las férmulas presentadas en esta seccién, No
utilice tablas ni calculadora,

3n 3n in
1. cos 7 2 tan—I 3 sen?

T 5n 11z
4 Senﬁ & cos ﬁ [ SEI]E

En los Ejercicios 7-12, exprese las cantidades dadas en
funcién de senx y cos x.

7. cos(m + %)

3
& sen(2n — ¥ n.sen(?n— )
tanx — cot x
tanx + cot x
En los Ejercicios 13-16, demuestre las igualdades,
13 cos’ x— sen'x = cos (2)

3
10. cos(?u+x) 1. tanx+cotx 12

1 —cosx
Senxy

sen A

14 = =
1+ cosx

X
2

1 —cosx X

15 =
1+ cosx 2

COS X — Senx
16 ———— =sec2x —tan2x

cos X + senx
17. Exprese sen3x en funcién de senxy cosx.
18 Exprese cos 3x en funcién de senxy cosx.

En los Ejercicios 19-22, dibuje las graficas de las funciones
dadas, ;Cuél es el periodo de cada funcién?

18, () = cos2x 2. A =sen§
2. f() =sennx 22 f(9 =cos%x

28 Dibyje la grafica de y = 2cos (x = g)

24 Dibuje la graficade y=1+ sen(x+g).

En los Ejercicios 25-30, se da senf), cos@ o tan 6, Calcule
los otros dos valores sabiendo que # pertenece al intervalo

especificado.
n
6 en [5' :r:]

28. tanf = 2, ﬂen[ﬂ, %]

25 senf =
ng=-,
=

B’:!'cu:iﬁr'—E £ en A 0
: 3’ 2'

28 cosfl= ——

5 P i

13" | g
—1 3n

El.senﬂ—T. ! en [n.?]

!Il.tarnt-}'—i t %
= en|z

Repaso de trigonometria

En los Ejercicios 31-42, ABC es un triangulo cuyo angulo
C es recto, Los lados opuestos a los 4ngulos 4, By C son,
respectivamente, a, by ¢ (véase la Figura P.88).

Figura P.88

i

3. Calcule ay bsic=2, B= 3

32 Calcule ay csib=2 B=

w| A

33 Calcule by csia=5,B=g.

34 Exprese aen funciénde Ay c.
35 Exprese aen funcién de Ay b,
36 Exprese aen funcién de By c.
37. Exprese a en funcién de By b.
38 Exprese cen funcién de Ay a.
38, Exprese cen funcién de Ay b.
40 Exprese sen A en funciénde ay ¢
41. Exprese sen A en funciénde by ¢
42 FExprese sen A en funcién de ay b

En los Ejercicios 43-50, ABC es un triangulo arbitrario. Los
lados opuestos a los dngulos A, By C 'son, respectivamente,
a, by e (véase la Figura P.89), Calcule las cantidades que
se piden, Utilice tablas o una calculadora cientifica si es
recesario,



Figura P.89

48 CalculesenBsia=4, b=3, A=E.
44. Calculecosdsia=2 b=2 c=3
45 CalculesenBsia=2 b=3 c=4

M. Calcule csia=2, b=3, C=E.

47. Calcule aslc=3,A=E.B=§.

48 Calcule csia=2,b=3, C= 35"
4, Calcule bsi a=4, B=40° C= 70°

50. Calcule csia=1, b= /2, A=30° (hay dos
soluciones posibles).
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al. Dos personas estiran dos cuerdas desde la punta de un
poste vertical, que denominaremas T, hasta dos puntos
By Cenel suelo., Cestd 10 m mas cerca de la base del
poste que B, Sila cuerda BT forma un 4ngulo de 35°
con la horizontal, y la cuerda CT forma un 4ngulo de
50° con la horizontal, jcudl es la altura del poste?

3. Dos observadores situados en dos puntos Ay B
distantes entre sf 2 km miden simultdneamente el
angulo de elevacion de un globo meteoroldgico, y
obtienen respectivamente medidas de 40° y 70°, Si el
globo est4 exactamente sobre un punto de la recta que
une Ay B, calcule la altura del glabo.

8. Demuestre que el drea de un tridngulo ABC se puede
calcular mediante la expresion
(1/2)absen C = (1/2)besen A = (1/2) casen B
+*54 Demuestre que el 4rea de un tridngulo ABC se puede

expresar como J.s(s— al(s — b(s — o), slendo
s=(a+ b+ d/2el semiperimetro del tridngulo.

* Este simbolo se utiliza en el libro para indicar los ejercicios que son algo
més dificiles /o tedricos que el resta,






Limites y
continuidad

Todo cuerpo continda en su estado de reposo o de movi-
miento rectilineo y uniforme, a no ser que se lo obligue
a salir de ese estado mediante la aplicacion de fuerzas
sobre ¢l

Isaac Newlon (1642-1727)
de Principia Mathematica, 1687

Hasta que Leibniz y Newton, mediante el descubrimiento
del célculo diferencial, dispersaron las antiguas tinieblas
que envolvian el concepto de infinito, estableciendo cla-
ramente los conceptos de continuo y de cambio continuo,
no se pudieron realizar aplicaciones provechosas de los
nuevos conceptos de mecéanica obtenidos por el progreso.

Herman von Helmholiz (1821-1894)

Introduccion El célculo se creé para describir como cambian las cantidades.
Tiene dos procedimientos bdsicos opuestos entre si:

e Diferenciacion, para obtener la tasa o velocidad de cambio de una funcién dada.

e Integracion, para obtener una funcién con una determinada tasa o velocidad de
cambio.

Ambos procedimientos se basan en el concepto fundamental de limite de una fun-
cion. La idea de limite es lo que distingue el calculo del algebra, la geometria y la
trigonometria, creadas para describir situaciones estaticas,

En este capitulo presentaremos €l concepto de limite y desarrollaremos algunas
de sus propiedades. Comenzaremos considerando como surge el concepto de limite
en algunos problemas basicos.
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Ejemplos de velocidad, tasa de crecimiento y area

En esta seccidén consideraremos algunos ejemplos de fenomenos donde surgen de forma natural
los limites.

Velocidad media y velocidad instantanea

La posicién de un objeto mévil es funcién del tiempo. La velocidad media de un objeto en un
intervalo de tiempo se obtiene dividiendo el cambio en la posicién del objeto por la longitud del
intervalo de tiempo.

(Velocidad media de una piedra que cae) Los experimentos fisicos muestran que si se
deja caer una piedra desde cerca de la superficie terrestre, partiendo del reposo, en los primeros { segundos
habra recorrido una distancia

y=49f m
(a) (Cual sera la velocidad media de una piedra que cae en esas condiciones durante los primeros 2 s?
(b) ;Cuil sera la velocidad media desde { = 1 hasta { = 2?

Solucién La velocidad media de una piedra que cae en cualquier intervalo temporal [4, 4] es el cambio
Ay en la distancia de caida recorrida dividido por la longitud del intervalo temporal At

el el Ay 4985 —498

eloci media en [{;, 2]—M— Y
(a) En los primeros 2 s (intervalo temporal [0, 2]), la velocidad media es

Ay 49(2%) —490)

Ve 2.0 =98 m/s
(b) En el intervalo temporal [1, 2], la velocidad media es

Ay 4.9(2%) — 491

28 AR ) ~RALD, i

At 2=
|

{Con qué velocidad cae la roca del ejemplo 1: (a) en el instante {= 1, (b) en el instan-
te =27

Solucién Es posible calcular la velocidad media en cualquier intervalo de tiempo, pero ahora la pregunta
es sobre la velocidad instantdnea en un instante determinado. Si la piedra tuviera un velocimetro, ;qué in-
dicaria en el instante f = 1?7 Para responder a esta pregunta, escribiremos primero la velocidad media en el
intervalo [1, 1 + h), que empieza en £ = 1y tiene longitud A:

Ay 491+ B —49(1?)

Velocidad media en[1, 1 + 4] = Ar 7

No se puede calcular la velocidad instantdnea haciendo /= 0 en la expresién anterior, porque no se puede
dividir por cero. Sin embargo, es posible calcular velocidades medias en intervalos temporales cada vez
mas pequefios, y ver si los resultados se acercan a algiin valor particular. La Tabla 1 muestra los valores de
Ay/Ata medida que los valores de /i se van acercando a cero. Parece que las velocidades medias se acercan
mas y mas al valor de 9.8 m/s a medida que el intervalo temporal se va acercando mis y mas a cero. Esto
sugiere que la piedra cae con una velocidad de 9.8 m/s, un segundo después de iniciar su caida.

De forma similar, la Tabla 2 muestra las velocidades medias sobre intervalos cada vez mas cortos
[2, 2 + h], empezando en f= 2, Los valores sugieren que la piedra cae con una velocidad de 19.6 m/s, dos
segundos después de iniciar su caida.
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Tablal. Velocidad media en el intervalo Tabla2 Velocidad media en el intervalo
[L, 1 + A] [2,2+ 4]
h Ay/At h Ay/At
1 14.7000 1 24,5000
0.1 10.2900 0.1 20.0900
0.01 9.8490 0.01 19.6490
0.001 9.8049 0.001 19.6049
0.0001 9.8005 0.0001 19.6005
|

En el Ejemplo 2 la velocidad media de la piedra que cae en el intervalo temporal [, { + fi] es
Ay 49(¢t+ b’ —49¢
At h

Para obtener la velocidad instanténea (denominada a menudo simplemente velocidad) en los
instantes £ =1y = 2, se examinan los valores de dicha velocidad promedio en intervalos tem-
porales cuya longitud / va disminuyendo més y mas. De hecho, lo que estamos obteniendo es el
limite de la velocidad media cuando h se aproxima a cero. Esto se expresa simbélicamente de la
siguiente forma:

. ; . A49(t+ b’ — 497
Velocidad en el instante = ;lzmﬁ 7

El simbolo }]ins se lee «limite cuando /1 tiende a cero de...». No se puede obtener el limite de la

fraccion simplemente sustituyendo /1 = 0, ya que eso implicaria dividir por cero. Sin embargo, el
limite se puede calcular realizando algunas simplificaciones algebraicas en la expresion de la ve-
locidad media.

Simplifique la expresion de la velocidad media de la piedra que cae en el intervalo
[# ¢+ h), desarrollando primero (¢ + £)?. Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcule la velocidad de
la piedra que cae directamente como una funcién de £ sin hacer uso de la tabla de valores,
Solucion La velocidad media en el intervalo [£ f+ 4] es
49(t+ B> — 497 49F +2h+ K — )
h - h

_ 4.9(2th + IF)

s

=08f+ 494

La forma final de la expresién ya no contiene ninguna division por A El valor al que tiende dicha expresion
cuando /i tiende a cero es 9.8¢ + 4.9(0) = 9.8¢. Por tanto, ¢ segundos después de soltar la piedra, su veloci-
dad serd de 9.8f m/s, En particular, en =1 y /= 2 las velocidades son de 9.8 m/s y 19.6 m/s, respecti-
vamente, B

Crecimiento de un cultivo de algas

En un experimento de laboratorio, se mide la biomasa de un cultivo de algas durante un periodo
de 74 dias midiendo el area en milimetros cuadrados ocupada por el cultivo sobre un cristal de
microscopio. Se dibuja la grafica de las medidas m en funcién del tiempo (en dias), y los puntos
se unen mediante una curva suave m = f{(f), como se muestra en la Figura 1.1,
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A

Figura 1.1 Biomasa m de un cultivo
de algas transcurridos ¢ dias,

Obsérvese que la biomasa era de aproximadamente 0.1 mm?’ el dia 10 y habia crecido hasta
aproximadamente 1.7 mm” en el dia 40, un incremento de 1.7 — 0.1 = 1.6 mm” en un intervalo
de 40 — 10 = 30 dias. La tasa media de crecimiento en el intervalo desde el dia 10 hasta el dia
40 fue, por tanto, de 17-01 16

: d_16 N
20-10 30 & 0.053 mm~/d
Este promedio es exactamente la pendiente de la recta que une los puntos de la grafica de
m= f(f) correspondientes a { = 10 y {= 40. De forma similar, la tasa media de crecimiento
de la biomasa de algas en cualquier intervalo de tiempo se puede determinar midiendo la pen-
diente de la recta que une los puntos de la curva correspondientes a dicho intervalo de tiempo.
Este tipo de rectas se denominan secamdes de la curva.

S LN Con qué velocidad crece la biomasa en el dia 607

Solucion Para responder a esta pregunta, se pueden medir las tasas medias de crecimiento en intervalos
de tiempo cada vez mas cortos a partir del dia 60, Las comrespondientes secantes se van haciendo cada vez
mis cortas, pero sus pendientes se van aproximando a un /imife, concretamente, la pendiente de la recta
tangente a la grifica m = f({) en el punto ¢ = 60, La Figura 1.1 muestra la recta tangente, que pasa por los
puntos (2, 0) y (69, 5), por lo que su pendiente es

5-0

o W 2
<57 < 0.0746 mm’/d

Este es el valor de la tasa de crecimiento de la biomasa en el dia 60.

Area de un circulo

Todos los circulos son figuras geométricas similares. Todos tienen la misma forma y se diferen-
cian inicamente en su tamafio. El cociente de la longitud de la circunferencia C'y el didmetro 2r
vale lo mismo en todos los circulos. Esta razéon comin es el nimero n:

4
= =2_r
£ o C=2n
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En el colegio nos ensefiaron que el drea del circulo vale = multiplicado por el cuadrado del radio:
A=nr

Como se puede deducir la formula del drea a partir de la formula de la longitud de la circunfe-
rencia, que es la definicién de n?

La respuesta a esta pregunta es considerar al circulo como «limite» de una serie de poligonos
regulares, que a su vez estan constituidos por tridngulos, figura cuya geometria ya conocemos en
profundidad.

Sea un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio r (véase la Figu-
ra 1.2). El perimetro F, y el area A, son, respectivamente, menores que la longitud de la circun-
ferencia C y el area del circulo A. No obstante, si nes grande, P, tiene un valor cercano a C'y
A, tiene unvalor cercano a A. De hecho, la circunferencia que se muestra en la Figura 1.2 es en
realidad un poligono regular de 180 lados, de forma que cada lado abarca un 4ngulo de 2° desde
el centro de la circunferencia. Es muy dificil distinguir este poligono de 180 lados de una circun-
ferencia real. Por tanto, es razonable esperar que P, se aproxime al limite C y que A, se aproxi-
me al limite A, a medida que n se hace mas y més grande y se aproxima a infinito.

C Figura 1.2 Un poligono regular de 1 lados inscrito
en una circunferencia.

Un poligono regular de 1 lados se puede considerar como la unién no solapada de n triangu-
los isésceles, todos ellos con un vértice comin en O, el centro del poligono. En la Figura 1.2 se
muestra uno de esos tridngulos /A OAB. Como el dngulo total alrededor del punto O suma 27
radianes (asumimos una circunferencia de radio 1 y longitud 27), el angulo AOB vale 27n/n radia-
nes. Sea M el punto medio entre A y B; entonces, la recta OM divide al dngulo AOB en dos par-
tes iguales. Utilizando trigonometria elemental, se puede expresar la longitud de ABy el 4rea del
tridngulo OAB en funcién del radio rdel circulo:

|AB| = 2| AM| = 2rsen %
1 1 i T
drea OAB = 7 |AB| |OM] = 3 (2rsen ;) (rcos E)

T T
= P sen — cos —
1n 1n
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El perimetro P, y el drea A, se obtienen multiplicando por n las expresiones anteriores:

P,=

A, =

T
2rnsen —

n

T T
Pnsen — cos —

non

Despejando en la primera ecuacion rnsen (z/n) = P,/2 y sustituyendo en la segunda ecuacion, se

/2 T
A, = (E) rcos F

El angulo AOM se aproxima a 0 a medida que n crece. Por tanto, su coseno, cos (r/n)=|0M|/|OA|,
se aproxima a 1. Como P, se aproxima a 2xr cuando 11 crece, la expresion de A, se aproxima a
(2mr/2)r(1) = nr, que por tanto debe ser al drea del circulo.

obtiene

Ejercicios 1.1

Los Ejercicios 14 se refieren a un objeto que se mueve a
lo largo del eje x, de forma que en el instante fsu posicion
es de x= *m a la derecha del origen.

1. Calcule la velocidad media del objeto en el intervalo
temporal [{, ¢+ H).

2. Construya una tabla que muestre las velocidades
medias del objeto en los intervalos temporales
[2, 2 + H] para A= 1, 0.1, 0.0, 0.001 y 0.0001 s.

3. Utilice los resultados del Ejercicio 2 para plantear cudl
podria ser la velocidad instantinea del objeto en f=2s.

4. Confirme su planteamiento del Ejercicio 3 calculando
el limite de la velocidad media en el intervalo
[2, 2 + H] cuando }tiende a cero, utilizando el método
del Ejemplo 3.

Los Ejercicios 5-8 se refieren a una particula que se mueve
por el eje x de forma que su posicion en el instante f se
expresa como x=3F — 12¢+ 1 m,

& Calcule la velocidad media de la particula en los
intervalos de tiempo [1, 2], [2, 3] v [L, 3].

6 Utilice el método del Ejemplo 3 para calcular la
velocidad de la particulaen f=1,f=2y =3,

7. (En qué direccion se mueve la particula en =17
Yeni=2;;Yeni=3?

8 Demuestre que para todo niimero positivo £, la
velocidad media de la particula en el intervalo
temporal [ — &, { + k] es igual a su velocidad en el
instante .

En los Ejercicios 9-11, un peso que estd suspendido de un
muelle oscila arriba y abajo, de forma que su altura sobre el
suelo en el instante f es de y pies, con

1
y=2 +;sen{ﬂf)

9. Dibuje la grifica de y como funcién de £ ;A qué altura
estd el peso en f=1s? ;En qué direccion se esta
moviendo en ese instante?

10. ;Cuil es la velocidad media del peso en los o=
intervalos temporales [1, 2], [1, 1.1], [1, 1.01] 55
y [1, 1.001]?

11. Utilizando los resultados del Ejercicio 10, estime la
velocidad del peso en el instante ¢ = 1. ;Cuél es el
significado del signo del resultado?

Los Ejercicios 12 y 13 se refieren a la evolucién de la

biomasa de algas que se muestra en la Figura 1.1,

12. ;Con qué velocidad aproximada estd creciendo la
biomasa en el dia 20?

13. ;Qué dia, aproximadamente, crece mas répido la
biomasa?

14. Los beneficios de una pequefia empresa durante cinco
afios de operaciones se muestran en la Tabla 3.

Tabla 3

Afio Beneficio (1000 s €)
2000 6
2001 27
2002 62
2003 111
2004 174

(a) Dibuje los puntos que representan el beneficio en
funcion del afio en papel milimetrado, y inalos con
una curva suave.

(b) ;Cual es la tasa media de incremento en el
beneficio entre 2002 y 20047

(c) Utilice la grafica para estimar la tasa de
crecimiento de los beneficios en 2002,



